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�
���� �� �����
�� 
������ ��
�880 �� @�������!%	��
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)
. !0"

*



�� ��� ���� 	
 � ������� 	���� 	
 ����� r0� r̈ = 0 ��� ��� �5� ������ �	

Fc0(r0) = − J2
0

mr30
. ���

�
 ��� �������� �� �	� �������� �������� �� ��� ����� 	
 ��� 	���� ��� �������
�������� �	 ��� ������� �������	��� �� ���� 	�������� ��	�� r0 �� � �!"� #���� 	��
����	���� x = r − r0 ��� �$������� ��� ������ �����	� 	
 %	��	� �� ���%� 	

x� #����
	�� �� � �!"

Fc0 (x+ r0) = mẍ− J2
0

m(x+r0)
3

= mẍ− J2
0

mr30

(
1+ x

r0

)3 .
�!�

&���� x
r0

� 1� 	�� ��� �� ������ �$�����	� 
	� ��� ���% �� ������������ �	��
�������� 	��� ��� '��� 	���� ���%� �� x

r0
� �$������� ��� %�%��� 	� ��� ��
� ��

#���	� ������ ��	�� ��� �	��� r = r0 	�� ���� �� � �!"

Fc0 (r0) + F ′
c0 (r0)x = mẍ− J2

0

μr30

(
1− 3x

r0

)
, �(�

����� ���%� %���� ����)���)� ���� ������� �	 x. ��������� ��� ��� �� ��� �(�
	�� 	������ �� � �!"

ẍ+m−1

[
−3Fc0 (r0)

r0
− F ′

c0 (r0)

]
x = 0 �*�

+�� �	��� ���� ���� �����	� ��������� � ��%��� ���%	��� 	�������	� �
 ��� ���%
�� ����������� �� �	����)� �� � �!"� �
 ���� ���% ��� ������)�� ����� �	�� �� ��
�$�	������� �	���	� ��� ��� 	���� �	�� �	� �� ������ �� � �!"� #��� 
	� ������
	������ ��� ����	� 	
 	��������	� ��	�� r = r0 �� ���� �	 ��� �	�����	����� 	

������� %	��	� �� � �!"

T0 = 2π

(
m

− 3Fc0(r0)
r0

− F ′
c0 (r0)

) 1
2

. ��,�

+�� ��'��� ��� ���� ����� ϕ0

2 �� ��� ����� ����� �� ��� ������ )���	� �������
��	 �	������)� �	���� 	
 ��� 	���� ����� ��� ������ )���	� �����
 ��-�� 	� ��
�$���%�� )��� �� � �!"� #�� ��%� ���� ��� ������ ����� �	 ���)�� ���� ����� ��
T0

2 . &���� ��� 	���� ��� �� �	�������� ����	$�%����� ������� ��� ����� �����
	��
�	������ r ��� ���� �	 r0� 	�� �	�)�� ��� � � 
	� ω0 ��� '��� �� � �!"

ϕ0

2
=

T0

2
ω0 = π

(
m

− 3Fc0(r0)
r0

− F ′
c0 (r0)

) 1
2

J0
μr20

. ����

.



�����������	 �
������ ��� ���	 ��� ����� ���� ��� ���� ������ �� ��� ���� ���

� �������� �� ���	 ���

J0
mr20

=

(
−Fc0 (r0)

μr0

) 1
2

. �� �

!���	 ��� ���� ���	 ���

ϕ0 = 2π

[
3 +

F ′
c0 (r0)

Fc0 (r0)
r0

]− 1
2

, ��"�

��#	 
$ ������ Fc0 = FG � ��� ��"�	 ����� FG � ��� %������� �����������
����� ���� 
$ �ûr � ��� ������ � ��� ��#�� #�������

−→
F G = −GMm

r20
ûr, ����

��� &�#� ϕ0 = 2π�
'� ��� ����� ���#	 ��� �
��� ���(������ ��� 
��� �(����$ ��#� � ��

������ ��������� ����� ����� ��� )�(��� (��
��� �� � ������� ����� ���*�� +��
�� ��� ��� ���� �� ��� ����� �� ��������� � ��� ������ �� ��� ,�� ��# ���
����� �� ��� ,�� ��� ���(��� �� ��� (����� � ��� ������	 
������ ��� ,��
� ��
-����# �� ��� (�����.� 
��* ������� #�� �� %�����.� ���# ���� ��� ��
�/������ ������ %������� �
������	 ��� %������� �������� �� ����� ���
��� ,�� ��# ��� (����� ���

Masûr =
GMm

r20
ûr =⇒ asûr =

Gm

r20
ûr ��0�

��#

mapûr = −GMm

r20
ûr =⇒ apûr = −GM

r20
ûr, ����

���(������$	 ����� as � ��� ����������� �� ��� ,�� ��# ap � ��� ����������� ��
��� (������ !���	 ��� ������� �� ��� ������� ����������� 
������ ��� (�����
��# ��� ,�� �

aûr = apûr − asûr = −
(
GM

r20
+

Gm

r20

)
ûr = −G (M +m)

r20
ûr. ����

!���	 ��� ������� �� ����� ��� ��� (����� 
������

−→
F M→m = −G (M +m)m

r20
ûr. ��1�

2����	 ��� ��� ����#�� ��� ���* �����

−Gmm

r20
ûr ��3�

#�� �� ��� ��� ���4������ 
������ �� ��� ,�� �� � (�����
���� ��� ���(���
�� ��� ������� ����� ����� �������� ����	 � ��#�� �� ��*� ��� ������� ���

�



����������	
 	
� ��� �	 ��� ��� �	��	��
� ��������
�� �
 ���� ��	 ��� �	
�����

Fc0(r) → Fc(r) =
(
1 +

m

M

)
Fc0(r), ����

����� 
	� Fc(r) �� ����
 �� ��� �	���  �!
� �
 ��� ��"�#

ω0 → ω, ����

����� 
	� ω �� ��� �	�����	
 �
� �������� �
����� ���	����# �
 

J0 → J = mr2ω. ����

$
 ����������# ��� ���� �� 
	� ������� ��

T = 2π

(
m

− 3Fc(r0)
r0

−F ′
c(r0)

) 1
2

= 2π

(
m

3+
F ′
c(r0)r0
Fc(r0)

) 1
2 (

1
−Fc(r0)/r0

) 1
2

����

%
� 
	��� ���� �� ��
F ′
c (r0) =

(
1 +

m

M

)
F ′
c0(r0), ��&�

�
 �	
�����
��� �� ���
� ���� 	
� 	����
�

F ′
c (r0)

Fc (r0)
=

F ′
c0 (r0)

Fc0 (r0)
. ��'�

(�����	��# ��# ���� ���	���

T = 2π

(
m

3+
F ′
c0(r0)r0
Fc0(r0)

) 1
2 (

1
−Fc0(r0)/r0

) 1
2 1

(1+ m
M )

1
2

= 2π
(
1 + m

M

)− 1
2

(
m

− 3Fc0(r0)
r0

−F ′
c0(r0)

) 1
2

.

��)�

(���# �� �	
��	
��
� ���� ��)� �
 ����# 	
� �� ������ !
 �

T =
1(

1 + m
M

) 1
2

T0, ��*�

����� ������

ω =
2π

T
=

2π

T0

(
1 +

m

M

) 1
2

= ω0

(
1 +

m

M

) 1
2

, ��"�

�
 

ϕ = ωT0 = 2π
(
1 +

m

M

) 1
2 � 2π

(
1 +

m

2M

)
, ��+�

*



�� ������� ��� ��	
���
�� ����� �� �� ��� ��� �� ����
���� ����
�����
� ��
m
M ��� ���� ����� �� ��

(
1 + m

M

) 1
2 � 1 + m

2M � ������� � �� m � M. ����� ��
���� �
����� ��	
���
� ��
��� �� ���� �� ����� ������ �� ����� ������ ���
�� ���������� ����� ϕ0 = 2π� ��� �� ���������� �� ������� ��� ��	
���
�� ��

�ϕ = ϕ− ϕ0 � πm

M
. ����

����� �� ��������
� 
� �� ����� � 
��� 
����� �� �� �
� �������� ���������
����� 
� �� ��� �������� �
������ 
 �� �
��������� ��������� ����� 
� ��
���� �� ����� �
	�� ����� ��� �� ������� ��������� �����!

� �������	
 �� �� ��
��������
 �� �� �������


������ �
 �� 
�
��
������ ������
�� ����� �� ��

��


��� "�# �
�� �� ��� ��������# ��
� ��� ������� �� �� ������� ���������
������ �� �� �
��������� ��������� ����� 
� �� ��� �� �
 ����� ��� �� ���
�
�� �
 ������ 
��# �# �� $��
���� ������ �
��� 
� %&! �'(�� ����� ��

−→
F G = −GMm

r2
ûr. ��'�

)������ 
�� ��� �
������ ���
 �� �����
��� ������� �
��� 
� %&! �'*� �����
��

−Gmm

r2
ûr ��+�

����� �� 
�� �
��� �� ��	�� �# �� �
��� 
� %&! �',� ����� ��

−→
F M→m = −GMm

r2
ûr − Gmm

r2
ûr. ����

���� �� �� ���� "�
�� ���� �� ����� �� �����
��� ������ �
��� �� ������ ��
�� �������
� ������ �� �
 �
���� -',� '*.� ��� �� 
�� "�
������� ���
�
� �
�
�# ������ �� ��� ������� ��� �� ���� �� 
���� 
 ��� ������ 
��������
� �� $��
���� ��
�#! /
��
���� -',.� �� ���� ��� �
 �� �������
0�������1�����0��2 �010� 	��
� ����� �� �����
����# ���� �� ��� "��� 
�
����#��� -',.

�A ≡ �v × �L−GMmûr, ��(�

����� �L �� �� ������� �
����� 	��
� ��� �v �� �� �����	� 	��
��# 
� ��
����� ��� ������ 
 �� ���� �� �� ���� "�
�� �
����� �� 3����
� 	��
�
-',� +�4+�.

�u ≡ �v − GMm

L
ûϕ, ��5�

����� ϕ �� �� �
��� ����� �� �� 
��� �����! )� -',. �� 6��
�� ������� ��
��� 	��# ������ 	��
� �
���� 
� �
�
� 
� �� 7����� ��
���� ��� ���� "�
��

,



�� ��� ����	 
�� ���������� ����������� ���� ����
���� ����� ��� ���� ������
�� ��� ��������� ������ ���	 ������ !�� ��� �� ������ ���� �A ��� �u ��� ���
����������� ��������� �� ������ "���� �� ������ ��� ��������# �������� 
������
���� ����

�A ≡ �u× �L. $�%&

"�� ��#������ �� ��� '(' )����� �� ����

A = GMme, $�*&

����� e �� ��� ����������� �� ��� ��
�� "���	 ��� #��� ��� ��#������ �� ���
+������� )����� �� ����

u =
A

L
. $��&

"�� ����� ��������� �����������# �� ��� ����� �� ,- $��& ��

U(r) = −GMm

r
− Gmm

r
, $�.&

����� ����������� �� ��� ��� �� ��� /�����������0 1�������� ��������� −GMm
r

��� ��� ���������� ���������

V (r) = −Gmm

r
$2�&

��� �� ��� �������� ����� �����# �� ��� ������ 3� ����� �����	 ��� ����� ���������
U(r) �������� � ����� �������4����� ������
����� −Gm

r 
������ ��� 1��������

�����# ��������� ���� 3� ���� ���� ��� +������� )����� $�� ���� �� ��� '('& ��
�� ���� ������)�� ��� 
�#��� �� ������� ���� ��� ���� ���� �� ��� '(' )�����
���� ,- $�%& #��������� ������ ���� ��� ��� )������ ���� 
� ������������� 
3� ����� �� ��������� ��� ���������� ���� �� ��� +������� )����� ��� ������ ��
��� ��� ���� ����)���)� �� ����

d�u

dt
= − 1

m

dV (r)

dr
ûr, $2�&

���	 �� ����� �� �
���� ,- $2�&	 ��� ���� ��� 1�������� �-������ �� ������
��� d�v

dt ��� ��� �-������ ����

dûϕ

dt
= −dϕ

dt
ûr. $2�&

"���	 ��� ���� ��� ���������� ���� �� ��� )����� �u �� ���	 �2�

�ω =
�u× d�u

dt

u2
. $2�&

,-� $�5&	 $2�& ��� $2�& ���� ���� ��� ��� ���#������ ��������� r dϕ
dt �� ���

)������ )�����

�v = r
dϕ

dt
ûϕ +

dr

dt
ûr $22&

.



���������	
� �	��	 ��	 ���
 ����

�ω = 1
mu2

(
r dϕ

dt − GMm
L

)
dV (r)
dr ûr × ûϕ

= L2

m(GMme)2

(
r dϕ

dt − GMm
L

)
dV (r)
dr ûz,

����

��	�	 ûz �
 ��	 �	�
�� �� ��	 z−���	������ ���
 �� 	��� �����	�	 �	��������
������ ��	  �� ��	 �������� �	���� ��� �� ���� ��	 �	���	���� �! ��	 �����
����	�
	
 �! �� ��"�	 ����

�ϕ =

∫ T0

0

ωdt =

∫ 2π

0

L2

m (GMme)
2

(
r − GMm

Ldϕ
dt

)
dV (r)

dr
dϕ, ��#�

��	�	 T0 ��� 2π ��	 ��	 ���	�����	� �	���� ��� ��	 ���	�����	� ��"�	 �� 	���
�	�������� ������ ��	  ���  	����" ����

p ≡ L2

m (GMm)

��	 "	�


�ϕ =
p2

GMm2e2

∫ 2π

0

(
r − GMm

Ldϕ
dt

)
dV (r)

dr
dϕ. ��$�

%� �
 ��
� L = mr2 dϕ
dt . ���
 ��	 ������
 ����

GMm

Ldϕ
dt

=
r2

p
.

&
 ��	 �	���������	 ���	����� �
 �	�' �	�( ���� �	
�	�� �� ��	  ��)
 �	�����
�	�� ��	 ��� �
	 ��	 ���	�����	� ����� 	*������

p

r
= 1 + e cosϕ. ����

���


�ϕ � p2

GMme

∫ 2π

0
cosϕ

(1+e cosϕ)2
dV (r)
dr dϕ =

= m
Me

∫ π
2

−π
2
cosϕdϕ− m

Me

∫ 3π
2

π
2

cosϕdϕ = 4m
Me .

��+�

��	 �	�
�� �! 
�������" ��	 ���	"���

p2

GMme

∫ 2π

0

cosϕ

(1 + e cosϕ)
2

dV (r)

dr
dϕ

�� ,*� ��+� �� ��	 ��� ����


m

Me

∫ π
2

−π
2

cosϕdϕ

�-



���

− m

Me

∫ 3π
2

π
2

cosϕdϕ

�� ��� 	
��
���� ��� ����
� dV (r)
dr ûr, ����� ûr �� ��� ���� ����
� �� ��� ������

�������
�� ��� ��� ���� �������
� 
	 ûr� ��� ��� �������
� 
	 ûr 	
� −π
2 ≤ ϕ < π

2
�� 
��
���� ���� ������� �
 ��� �������
� 
	 ûr 	
� π

2 ≤ ϕ < 3π
2 . ���� ����� ����

�	 
�� ������� �
 �� �
������ ��� ��� 
	 dV (r)
dr 	
� −π

2 ≤ ϕ < π
2 � ���� 
�� ����

������ �� ���� ������� ��� ��� 
	 dV (r)
dr 	
� π

2 ≤ ϕ < 3π
2 . ��� �
��� ���� ���

������ 
	 ��� ���� ��� ��� ���� 
���� 
	 �������� 
	 ��� ������ 
	 ��� � !��
��� ���� ����
� �� � �
���������� ��� ����� ��"������ ������� ��� ��
 �������
�� ��� �
 ��� 	��� ���� ��
 ��"����� ����
#�����
�� ���� ���� �
 
����� �����
��� $��� �� %����
� & ��� ��� �������� 
���� ����
#�����
�� ��� ���
�� �� ����
%����
� �� ��� ��� 
	 ��� ����������� 
���� ������
�� '� ��( ����� ��� �#�������

	 � ��������
� 
	 ��� �������) 
����� �� *���
���� �����( �� �
�$�����

+
������ ������� ��� $��� �
� ��� ���
�� ������ ����� ���� ��� 
��������
��
�� ��� %
��� %(����� ,�� �� ����( ��� � !� �
 -�����(� ��� *.%. 
/����
���� ��� m � 3.3 ∗ 1023Kg 0&12 ��� M = 1, 99 ∗ 1030Kg 0&&2� ����� 
�� $���
�ϕ � 5.21 ∗ 10−7������� ��� ���
����
�� ���� �
�����
��� �
 ��
�� 0, 107
������
���� ��� *.%. 
/���� ���� ���
 ��� ��� -�����(3����� ����
 
	 ���
��
����� 
���� ����
�� �� ���� 0.241 0& 2� +����� 
�� $��� � ����� 
	 44.39′′ ���
��
����� ������(� ���� ������ ��
�� � ����� 
	 ��� �
��������
� 
	 *���
����
�����( �
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